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Ǒ������ ���Ǒ�������� ��������.�. �¥«ì¨ª®¢ � áâ âì¥ ¨§ãç îâáï á«®¥¨ï   £« ¤ª¨å ª®¬¯ ªâëå ¬®£®®¡à §¨ïå,®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¥ § ¬ªãâ®© 1-ä®à¬®© á ¬®àá®¢áª¨¬¨ ®á®¡¥®áâï¬¨. � ¤ ç ®¡ ¨§ãç¥¨¨ â®¯®«®£¨ç¥áª®© áâàãªâãàë ¯®¢¥àå®áâ¥© ãà®¢ï â ª¨å ä®à¬¡ë«  ¯®áâ ¢«¥  �.Ǒ. �®¢¨ª®¢ë¬ ¢ à ¡®â¥ [1℄. �â®â ¢®¯à®á ¨§ãç «áï¢ à ¡®â å [2℄{[5℄. � ¤ ®© áâ âì¥ ¨áá«¥¤ã¥âáï ¯à®¡«¥¬  ª®¬¯ ªâ®áâ¨¯®¢¥àå®áâ¥© ãà®¢ï, ¢¢®¤¨âáï ¯®ïâ¨¥ áâ¥¯¥¨ ª®¬¯ ªâ®áâ¨ á«®¥¨ï ¨ ¢íâ¨å â¥à¬¨ å ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¯à¨§ ª ª®¬¯ ªâ®áâ¨.� ¯ãªâ¥ 1 ¯à¨¢®¤ïâáï ¥®¡å®¤¨¬ë¥ ¤ «¥¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï ¨ ¢¢®¤¨âáï ¯®Äïâ¨¥ áâ¥¯¥¨ ª®¬¯ ªâ®áâ¨ á«®¥¨ï. �á®¢®© à¥§ã«ìâ â à ¡®âë { ¯à¨Ä§ ª ª®¬¯ ªâ®áâ¨ á«®¥¨ï ¬®àá®¢áª®© ä®à¬ë { ¤®ª §ë¢ ¥âáï ¢ ¯ãªâ¥ 2.� ¯ãªâ¥ 3 à áá¬ âà¨¢ îâáï ¥ª®â®àë¥á«¥¤áâ¢¨ï: á¢ï§ì áâ¥¯¥¨ ª®¬¯ ªâÄ®áâ¨ á«®¥¨ï ¨ áâ¥¯¥¨ ¨àà æ¨® «ì®áâ¨ä®à¬ë,   â ª�¥, ¡®«¥¥ ¯®¤à®¡Ä®, ¤¢ã¬¥àë© á«ãç ©.� áâ®ïé ï à ¡®â  ï¢«ï¥âáï ¥áâ¥áâ¢¥ë¬ ¯à®¤®«�¥¨¥¬ [6℄.1. Ǒà¥¤¢ à¨â¥«ìë¥ ®¯à¥¤¥«¥¨ï. � áá¬®âà¨¬ £« ¤ª®¥ ª®¬¯ ªâÄ®¥ n-¬¥à®¥ ¬®£®®¡à §¨¥M ¨ ®¯à¥¤¥«¥ãî   ¥¬ § ¬ªãâãî 1-ä®à¬ã!, ®¡« ¤ îéãî ¥¢ëà®�¤¥ë¬¨ ¨§®«¨à®¢ ë¬¨ ®á®¡¥®áâï¬¨.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 1 [7℄. �®çª  p ∈ M  §ë¢ ¥âáï à¥£ã«ïà®© ®á®¡¥®áÄâìî !, ¥á«¨ ¢ ¥ª®â®à®© ®ªà¥áâ®áâ¨ O(p) ! = df , £¤¥ f { äãªæ¨ï �®àÄá , ¨¬¥îé ï ®á®¡¥®áâì ¢ p. �«¥¤®¢ â¥«ì®, áãé¥áâ¢ãîâ ª®®à¤¨ âëx1; : : : ; xn â ª¨¥, çâ® ¢ íâ®© ®ªà¥áâ®áâ¨! = k

∑i=1 xidxi − n
∑i=k+1xidxi:�¨á«®min(k; n− k)  §ë¢ ¥âáï ¨¤¥ªá®¬ ®á®¡®© â®çª¨.�®à¬ ! ®¯à¥¤¥«ï¥â  ¬®�¥áâ¢¥M −Sing! á«®¥¨¥F! ª®à §¬¥à®áÄâ¨ 1. �á«¨ ¨¤¥ªá ®á®¡®© â®çª¨ P à ¢¥ ã«î, â® ¥ª®â®à ï ®ªà¥áâ®áâìP á«®¨âáï   áä¥àë. �á«¨ indP = 1, â® áãé¥áâ¢ã¥â á«®©, ª®â®àë© ¬®�¥â© �.�. �¥«ì¨ª®¢  1995



Ǒ������ ���Ǒ�������� ������� 873¡ëâì á¤¥«  «®ª «ì® «¨¥©® á¢ï§ ë¬ ¤®¡ ¢«¥¨¥¬ ª ¥¬ã ®á®¡¥®áÄâ¨ P . �  §ë¢ ¥âáï ª®¨ç¥áª¨¬ á«®¥¬. �á«¨ indP > 1, â®£¤  ¢á¥ á«®¨ ¢®ªà¥áâ®áâ¨ P «®ª «ì® «¨¥©® á¢ï§ ë.�«®¥¨¥F! á®áâ®¨â ¨§ âà¥å â¨¯®¢ á«®¥¢ [7℄:1) ª®¬¯ ªâë¥ á«®¨, ¤®¯ãáª îé¨¥ ®ªà¥áâ®áâì, á®áâ®ïéãî ¨§ ¤¨äÄä¥®¬®àäëå á«®¥¢;2) ª®¨ç¥áª¨¥ á«®¨, â.¥. á«®¨, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì á¤¥« ë «®ª «ì®«¨¥©® á¢ï§ ë¬¨ ®ª®«® ®á®¡¥®áâ¨ ¨¤¥ªá  1 ¤®¡ ¢«¥¨¥¬íâ®© ®á®¡¥®áâ¨ ª á«®î;3) ®áâ ¢è¨¥áï ¥ª®¬¯ ªâë¥ á«®¨.�¤ «ì¥©è¥¬¬ë¡ã¤¥¬áç¨â âì, çâ®®á®¡ ïâ®çª P ¯à¨ ¤«¥�¨âá«®î¨ ª ®¨ç¥áª¨¥ á«®¨ ï¢«ïîâáï, â ª¨¬ ®¡à §®¬, «¨¥©® á¢ï§ë¬¨.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 2. � áá¬®âà¨¬  { ª®¬¯ ªâë© á«®©F! ¨ ®â®¡à �¥¨¥ → [℄ ∈ Hn−1(M). �®£¤  ®¡à § ¬®�¥áâ¢  ª®¬¯ ªâëå á«®¥¢ ¯à¨íâ®¬ ®â®¡à �¥¨¨ ¯®à®�¤ ¥â ¯®¤£àã¯¯ã ¢Hn−1(M). �¡®§ ç¨¬ ¥¥H! ¨ §®¢¥¬ rkH! áâ¥¯¥ìî ª®¬¯ ªâ®áâ¨ á«®¥¨ï F!.Ǒ®áª®«ìªã H! ⊆ Hn−1(M), â® 0 6 rkH! 6 �n−1, £¤¥ �n−1 =rkHn−1(M). �á«¨ ¢á¥ á«®¨F! ¥ª®¬¯ ªâë, â® rkH! = 0. �¡à â®¥ ¥Ä¢¥à®: ¬®£ãâ áãé¥áâ¢®¢ âì ª®¬¯ ªâë¥ á«®¨, £®¬®«®£¨çë¥ ã«î. �®«¥¥â®£®, áãé¥áâ¢ãîâ ª®¬¯ ªâë¥ á«®¥¨ï á rkH! = 0. �«ï íâ®£® ¤®áâ â®çÄ® à áá¬®âà¥âì ¬®£®®¡à §¨¥ á ãá«®¢¨¥¬ Hn−1(M) = 0. �ç¥¢¨¤®, á«®Ä¥¨¥ ¢áïª®© § ¬ªãâ®© ä®à¬ë ª®¬¯ ªâ® ¨ ¢á¥ á«®¨ £®¬®«®£¨çë ã«î.� áá¬®âà¨¬ £àã¯¯ãHn−1(M) ¨ ®¯¥à æ¨î¯¥à¥á¥ç¥¨ï £®¬®«®£¨ç¥áª¨åª« áá®¢ Hn−1(M) × Hn−1(M) → Hn−2(M), ®¯à¥¤¥«¥ãî á«¥¤ãîé¨¬®¡à §®¬ [8℄.Ǒãáâì x, y ∈ Hn−1(M), D { ®¯¥à â®à ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ Ǒã ª à¥,â®£¤  x ◦ y = Dx ∩ y. �á«¨ £®¬®«®£¨ç¥áª¨¥ ª« ááë x ¨ y à¥ «¨§ãîâáï¯®¤¬®£®®¡à §¨ï¬¨ X ¨ Y , â® x ◦ y ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© £®¬®«®£¨ç¥áª¨©ª« ááX ∩ Y . �â  ®¯¥à æ¨ï ®¡« ¤ ¥â á¢®©áâ¢®¬ ª®á®© á¨¬¬¥âà¨¨: x ◦ y =
−y ◦ x.�¯à¥¤¥«¥¨¥ 3. � áá¬®âà¨¬ ¯®¤£àã¯¯ã H ⊂ Hn−1(M) â ªãî, çâ®
∀x; y ∈ H x ◦ y = 0. � §®¢¥¬ H ¨§®âà®¯®© ¯®¤£àã¯¯®© ®â®á¨â¥«ì®®¯¥à æ¨¨ ¯¥à¥á¥ç¥¨ï æ¨ª«®¢. �§®âà®¯ ï ¯®¤£àã¯¯ H  §ë¢ ¥âáï¬ ªÄá¨¬ «ì®©, ¥á«¨ ∀x ∈ H ¨ ∀ y =∈ H x ◦ y 6= 0.�ç¥¢¨¤®, ¯®¤£àã¯¯  ª®¬¯ ªâëå á«®¥¢ H! ï¢«ï¥âáï ¨§®âà®¯®© ¯®¤Ä£àã¯¯®© ¢Hn−1(M).�¡®§ ç¨¬ ç¥à¥§M! ¬®�¥áâ¢®, ¯®«ãç¥®¥ ¢ë¡à áë¢ ¨¥¬ ¢á¥å ¬ ªÄá¨¬ «ìëå®ªà¥áâ®áâ¥©, á®áâ®ïé¨å¨§¤¨ää¥®¬®àäëåª®¬¯ ªâëåá«®¥¢



874 �.�. ����������¨ ¢á¥å á«®¥¢, ª®â®àë¥ ¬®£ãâ ¡ëâì ª®¬¯ ªâ¨ä¨æ¨à®¢ ë ¤®¡ ¢«¥¨¥¬ ®á®Ä¡ëå â®ç¥ª.2. �á®¢ ï â¥®à¥¬ . �®ª �¥¬ á«¥¤ãîé¨© ¯à¨§ ª.�¥®à¥¬ . �á«¨ ¯®¤£àã¯¯ H!, ¯®à®�¤¥ ï ª®¬¯ ªâë¬¨ á«®ï¬¨,ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì®© ¨§®âà®¯®© ¯®¤£àã¯¯®© ¢Hn−1(M), â®M! =
∅.�®ª § â¥«ìáâ¢®. Ǒãáâì ¯®¤£àã¯¯  H! ¨¬¥¥â ¬ ªá¨¬ «ìë© à £,¨ H! = 〈[1℄; : : : ; [N ℄〉, £¤¥ i { á«®¨ F!. � §à¥§ ï M ¯® á«®ï¬1; : : : ; n, ¯®«ãç¨¬ M ′ { ¬®£®®¡à §¨¥ á ªà ¥¬.Ǒãáâì ':M ′ → M { ®â®¡à �¥¨¥ áª«¥©ª¨, i: �M ′ → M ′ ®â®¡à �¥¨¥¢«®�¥¨ï ªà ï.�¥¬¬  1. �á«¨H! { ¬ ªá¨¬ «ì ï ¨§®âà®¯ ï ¯®¤£àã¯¯ , â® ®â®Ä¡à �¥¨¥ i∗ : Hn−1(�M ′)→ Hn−1(M ′) áîàê¥ªâ¨¢®.�®ª § â¥«ìáâ¢®. �â®¡à �¥¨¥ áª«¥©ª¨ ': M ′ → M ¨¤ãæ¨àã¥â®â®¡à �¥¨¥ ¯ à ': (M ′; �M ′) → (M;⋃ i). �¡®§ ç¨¬ '|�M ′ = '1 ¨à áá¬®âà¨¬ ª®¬¬ãâ â¨¢ãî ¤¨ £à ¬¬ã:Hn−1(�M ′) i∗−−−−→ Hn−1(M ′)





y

'1∗ 



y

'∗Hn−1(⋃i) j
−−−−→ Hn−1(M) :Ǒ®ª �¥¬, çâ®: 1) ®â®¡à �¥¨¥ j ¨ê¥ªâ¨¢®, 2) '1∗ áîàê¥ªâ¨¢®,3) ker'∗ ⊂ im i∗.1)Ǒ®áª®«ìªãá«®¨ i ¥ ¯¥à¥á¥ª îâáï: i∩j = ∅, â® ¨§ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ìÄ®áâ¨� ©¥à {�¨¥â®à¨á  ¯®«ãç¨¬:Hn−1(⋃i) = ⊕Hn−1(i):Ǒ® ¯à¥¤¯®«®�¥¨î æ¨ª«ë [i℄ ¥§ ¢¨á¨¬ë ¢M , á«¥¤®¢ â¥«ì®,

⊕Hn−1(i) = 〈[1℄; : : : ; [N ℄〉 = H!¨ ®â®¡à �¥¨¥ j :H! → Hn−1(M) ï¢«ï¥âáï ¢«®�¥¨¥¬.2) Ǒ®áª®«ìªã'(�M ′) = ⋃ i, â® '1∗ áîàê¥ªâ¨¢®.3) �á«¨ '∗z′ = 0, â® '(z′) = �S, £¤¥ S ⊂ M . Ǒà¨ à §à¥§ ¨¨ S®£à ¨ç¨¢ îâz′ ¨â¥i, ¤«ïª®â®àëåS∩i 6= ∅. � ª¨¬®¡à §®¬, z′ ∈ im i∗.� áá¬®âà¨¬ z′ ∈ Hn−1(M ′), â®£¤  z′ ∩ �M ′ = ∅, á«¥¤®¢ â¥«ì®,'(z′) ∩ i = ∅, i = 1; : : : ; N , ¨ § ç¨â, '∗z′ ◦ i = 0, i = 1; : : : ; N .



Ǒ������ ���Ǒ�������� ������� 875Ǒ® ãá«®¢¨î H! ¬ ªá¨¬ «ì , á«¥¤®¢ â¥«ì®, '∗z′ ∈ H!. Ǒ®áª®«ìªãj :H! → Hn−1(M) ¢«®�¥¨¥, â® áãé¥áâ¢ã¥â z ∈ j−1('∗z′). �â®¡à �¥Ä¨¥ '1∗ áîàê¥ªâ¨¢®, § ç¨â, í«¥¬¥â z ¨¬¥¥â ¯à®®¡à § ¢ Hn−1(�M ′):z0 = '−1
∗

(z). �®£¤  ¢ á¨«ã ª®¬¬ãâ â¨¢®áâ¨ ¤¨ £à ¬¬ë:'∗i∗z0 = j'1∗z0 = j(z) = '∗z′:�«¥¤®¢ â¥«ì®, z′ − i∗z0 ∈ ker'∗. � á¨«ã ¤®ª § ®£® ¢ëè¥, ker'∗ ⊂im i∗, § ç¨â, z′− i∗z0 ∈ im i∗ ¨ z′ ∈ im i∗. �«¥¤®¢ â¥«ì®, ®â®¡à �¥¨¥i∗ áîàê¥ªâ¨¢®. �¥¬¬  ¤®ª §  .� áá¬®âà¨¬ ª®à®âªãî â®çãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì:0 −→Z −→Hn−1(�M ′) i∗−→ Hn−1(M ′) −→0;£¤¥ Z = ker i∗, ¨ ¯à¨¬¥¨¬ ª ¥© äãªâ®à ⊗R, ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ª®¢ à¨Ä âë¬ ¨ â®çë¬ á¯à ¢  [8℄. Ǒ®«ãç¨¬ â®çãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì:Z ⊗ R −→Hn−1(�M ′)⊗ R
iR−−→ Hn−1(M ′)⊗ R −→0;£¤¥ ®â®¡à �¥¨¥ iR â ª�¥ áîàê¥ªâ¨¢®.�®£« á® â¥®à¥¬¥ ®¡ ã¨¢¥àá «ìëå ª®íää¨æ¨¥â å Hk(M;R) =Hk(M) ⊗ R. � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ «¥¬¬ë 1 á«¥¤ã¥â, çâ® ¤«ï £®¬®«®Ä£¨© á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¢ R ®â®¡à �¥¨¥i∗ :Hn−1(�M ′;R)→ Hn−1(M ′;R)â®�¥ áîàê¥ªâ¨¢®.�¥¬¬  2. Ǒãáâì i : �M ′ → M ®â®¡à �¥¨¥ ¢«®�¥¨ï. �á«¨ ®â®Ä¡à �¥¨¥ i∗ : Hn−1(�M ′;R) → Hn−1(M ′;R) áîàê¥ªâ¨¢®, â® ®â®¡à Ä�¥¨¥ j : H1(�M ′;R)→ H1(M ′;R)â ª�¥ áîàê¥ªâ¨¢®.�®ª § â¥«ìáâ¢®. � áá¬®âà¨¬ ª®¬¬ãâ â¨¢ãî ¤¨ £à ¬¬ã (£®¬®«®Ä£¨¨ á ª®íää¨æ¨¥â ¬¨ ¢ R):H1(M ′; �M ′) �

−−−−→ H0(�M ′)




y
D 



y
DHn−1(M ′;R) i∗−−−−→ Hn−1(�M ′;R) : (1)�¤¥áì D { ®¯¥à â®à ¤¢®©áâ¢¥®áâ¨ Ǒã ª à¥ ¤«ï ¬®£®®¡à §¨ï áªà ¥¬. Ǒ® ãá«®¢¨î, ®â®¡à �¥¨¥ i∗ : Hn−1(�M ′;R) → Hn−1(M ′;R)áîàê¥ªâ¨¢®.



876 �.�. ����������� áá¬®âà¨¬ ª®à®âªãî â®çãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì:0 −→Z −→Hn−1(�M ′;R) i∗−→ Hn−1(M ′;R) −→0;£¤¥ Z = ker i∗. Ǒ®áª®«ìªã Hn−1(�M ′;R) = Hom(Hn−1(�M ′;R);R) ¨,  «®£¨ç®, Hn−1(M ′;R) = Hom(Hn−1(M ′;R);R), â® ¯à¨¬¥¨¬ ª íâ®©¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâ¨ äãªâ®à Hom( ;R), ª®â®àë© ï¢«ï¥âáï ª®âà¢ à¨ âÄë¬ ¨ â®çë¬ á¯à ¢  [8℄. Ǒ®«ãç¨¬ â®çãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì:Hom(Z;R)←−Hom(Hn−1(�M ′;R);R) i∗←− Hom(Hn−1(M ′;R);R)

←−0;¨§ ª®â®à®© á«¥¤ã¥â, çâ® ®â®¡à �¥¨¥ i∗ ¨ê¥ªâ¨¢®. �®£¤  ¢ ¤¨ £à ¬¬¥(1) ker� = 0.� áá¬®âà¨¬ â®çãî £®¬®«®£¨ç¥áªãî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì®áâì ¯ àë
−→H1(�M ′) j

−→ H1(M ′) l
−→H1(M ′; �M ′) �

−→ H0(�M ′) −→ :� ª ª ª ker� = im l = 0, â® ker l = H1(M ′). Ǒ®áª®«ìªã im j = ker l =H1(M ′), â® ®â®¡à �¥¨¥ j áîàê¥ªâ¨¢®. �¥¬¬  2 ¤®ª §  .� áá¬®âà¨¬ ®â®¡à �¥¨¥ ':M ′ → M ¨ !′ = '∗! { ®£à ¨ç¥¨¥ !  M ′. �«ï ¢áïª®£® z′ ∈ H1(M ′) ¨¬¥¥¬:
∫z′ !′ = ∫z′ '∗! = ∫'∗z′ !:Ǒ® «¥¬¬¥ 2 z′ ∈ H1(�M ′), á«¥¤®¢ â¥«ì®, '(z′) ∈ ⋃ i. �®£¤  ∫'(z′) !=0.�â ª, ∀z′ ∈ H1(M ′) ∫z′ !′ = 0, ¨, ¯®áª®«ìªã ! { ¬®àá®¢áª ï ä®à¬ , M ′ á«®¥¨¥ ª®¬¯ ªâ®,   § ç¨â, ª®¬¯ ªâ® ¨ á«®¥¨¥  M . �¥®à¥¬ ¤®ª §  .� ¬¥ç ¨¥. � ®¡à âãî áâ®à®ã ãâ¢¥à�¤¥¨¥ â¥®à¥¬ë ¢ à §¬¥à®áÄâ¨ ¢ëè¥ ¢â®à®© ¥¢¥à®. � ª,   ¬®£®®¡à §¨¨ S

2 × S
1 áãé¥áâ¢ã¥â ª®¬Ä¯ ªâ®¥ á«®¥¨¥, ¢á¥ á«®¨ ª®â®à®£® £®¬®«®£¨çë ã«î, â.¥. ¯®¤£àã¯¯ H!¥ ï¢«ï¥âáï ¬ ªá¨¬ «ì®©.3. �¥ª®â®àë¥ á«¥¤áâ¢¨ï. � £ ¬ ªá¨¬ «ì®© ¨§®âà®¯®© ¯®¤£àã¯Ä¯ë ¢ Hn−1(M) ï¢«ï¥âáï å à ªâ¥à¨áâ¨ª®© ¬®£®®¡à §¨ï ¨ ¥ § ¢¨á¨â ®âá«®¥¨ï. �¡®§ ç¨¬ ¥£® h0. � ¤¢ã¬¥à®¬ á«ãç ¥ à £ ¬ ªá¨¬ «ì®© ¨§®Äâà®¯®© ¯®¤£àã¯¯ë à ¢¥ ç¨á«ã àãç¥ª ¬®£®®¡à §¨ï: h0(M2g ) = g. � à Ä¡®â¥ [6℄ ¡ë« ¤®ª §  á«¥¤ãîé¨© ªà¨â¥à¨©: á«®¥¨¥F!  M2g ª®¬¯ ªâÄ®, ¥á«¨ ¨â®«ìª® ¥á«¨ rkH! = g. �â¥¯¥ì ª®¬¯ ªâ®áâ¨ á«®¥¨ï ¬®àá®¢Äáª®© ä®à¬ë á¢ï§   á® áâ¥¯¥ìî ¨àà æ¨® «ì®áâ¨ ä®à¬ë !. �ª �¥¬,  M2g á¯à ¢¥¤«¨¢® ¥à ¢¥áâ¢®: dirr! + rkH! 6 2g − 1.
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